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Réwnania rézniczkowe zwyczajne
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Zagadnienie poczatkowe

x' = f(t,x), x(to) = xo0 (1)
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Zagadnienie poczatkowe — istnienie

Nie kazde zagadnienie poczatkowe (1) ma rozwiazanie!

Jesli dla pewnych o, 8 > 0 funkcja f jest ciagta w prostokacie

Ri={(t,x): [t —to o, |x— x| < B}, )

to zagadnienie (1) ma rozwiazanie x(t) dla |t — to| < min {a, B/M}, gdzie
M = megﬁ{\f(t,xﬂ.
t,x

Przyktad 1

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe z warunkiem poczatkowym

x' = (t+sinx)?, x(0)=3

Gdzie istnieje rozwigzanie?

Funkcja (t + sin x)? jest ciagta na calej ptaszczyznie (t,x), a wiec v i B w definicji
prostokata moga by¢ dowolne. Stata M w twierdzeniu 1 nie przewyzsza (« + 1)2. Jesli
B =a(a+1)? tomin{a, B/M} = a, wiec rozwizzanie istnieje na catej prostej
rzeczywistej.
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Zagadnienie poczatkowe — jednoznacznos¢

Zagadnienie poczatkowe (1) moze mie¢ wiele rozwigzan!

X, = X2/3, X(O) =0

Rozwigzaniem jest funkcja x(t) = 0 oraz x(t) = t3/27.
Dla zapewnia jednoznacznosci o f trzeba cos zatozyc.
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Zagadnienie poczatkowe — jednoznacznos¢

Jesli funkcje f i Of /Ox sa ciagte w prostokacie

R::{(t’X):|t7t0|Sa7 |X7X0|§6}7

to dla |t — ty| < min{«, 3/M} zagadnienie poczatkowe (1) ma jednoznaczne
rozwiazanie.

M = f(t .
t‘?iaéﬁg‘ (t,x)|
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Zagadnienie poczatkowe — jednoznacznos¢

Istnienie i jednoznaczno$¢ w danym przedziale [a, b] zapewnia nastepujace twierdzenie:

Jesli funkcja f jest ciggta dla a < t < b, —oo < x < oo i jesli istnieje stafa L taka, ze :

‘f(tv Xl) - f(tv X2)| < L|X1 - X2‘7 (3)

warunek Lipschitza

to zagadnienie poczatkowe x' = f(t,x), x(a) = o ma w przedziale [a, b] jednoznaczne
rozwigzanie.

v
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Zagadnienie poczatkowe — jednoznacznos¢

Przyktad 3

Pokazemy, ze funkcja g(x) = >.7 4 aj|x — w;| spefnia warunek Lipschitza ze stata

L=3ail.

n n

lg(a) — g()l = > aiba — wil = > aile — wil| <

i=1 li=l

n
> lail [a — wil — x2 — w;]| <
i=1

n

Z lai||x1 — x| = L|x1 — x2|.
i=1
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Zastosowanie wzoru Taylora

Rozwazmy zagadnienie:
x' = cost —sinx + t27 x(—1) =3. (4)
Napiszmy wzér Taylora z uwzglednieniem sktadnikéw do czwartej pochodnej
x(t+ h) ~ x(£) + hx'(£) + %hzx”(t) + %h3x”’(t) + %h‘lx(‘l)(t). (5)

Nieznane wyrazy wyznaczmy rézniczkujac obustronnie réwnanie (4)

x"" = —sint — x’ cosx + 2t
x" = —cost — x" cosx + (x')?sin x + 2 (6)
x®) = sint — x'" cos x 4 3x'x" sin x + (x')3 cos x

@ uzywajac rozwigzania w punkcie t uzywamy réwnania (5) do wyznaczenia
rozwigzania w punkcie (t + h) itd.

@ metoda jest rzedu czwartego, O(h*)
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Zastosowanie wzoru Taylora

Realizacja metody opartej o wzér (5) dla zagadnienia (4) moze wygladaé nastepujaco:

M, h, t, x
M <« 200
h <+ 0.01
t+— —1
x 3
0, t, x
k=1toM
x! « cost —sinx + t2
x"" < —sint — x" cosx + 2t
X"~ —cost — x" cosx+(x')2 sinx + 2

x®) — sint + ((x’)3 — x""") cos x + 3x"x"" sinx
! 1 " 1 111 1 4
x<—x+h(x +§h(x +§h(x +th())>)

t<—t+h
k, t, x
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Zastosowanie wzoru Taylora

Wady:
@ trzeba wielokrotnie rézniczkowaé funkcje f

@ pochodne czastkowe f muszg istnie¢ w obszarze przez, ktéry przechodzi
rozwigzanie

Zalety:
@ prostota

@ mozliwa do osiggniecia wysoka doktadnosé
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Btedy

Odrzucona reszta w metodzie opartej na wzorze Taylora wynosi:

1
Ep = ——— hprtlx(ntl) 0h 0 < 1). 7
T ) X (t+6h) (0<6<1) (7)

Jest to btad lokalny metody.
Nieznana (n + 1)-sza pochodna mozna przyblizyé:

1 n n n
Ens oy [x( )(t + h) — x{ )(t)]. (8)
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Btedy

Ogdlnie btedy mozna podzieli¢ na:
@ Btad lokalny metody.

Btfad lokalny zaokraglenia.

Btfad globalny metody.

Btfad globalny zaokraglenia.

o
o
o
@ Btfad catkowity.
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Btedy

Btad lokalny jest skutkiem obciecia procesu (wyrazenia) nieskoficzonego do postaci
skoniczonej.

Skutki wszystkich btedéw lokalnych metody kumuluja sie i daja btad globalny.
Btedy lokalne O(h"t1) daja btad globalny réwny co najmniej O(h"), bo liczba krokéw
potrzebna do przejscia od ty do dowolnego T wynosi (T — ty)/h.

Btad lokalny zaokraglenia jest spowodowany ograniczona precyzja obliczen i jest
zalezny od uzywanego typu zmiennych.

Bfad lokalny zaokraglenia wptywa na obliczane pézZniej wartosci i determinuje btad
globalny zaokraglenia.

Btfad catkowity jest suma btedéw globalnych metody i zaokraglenia.
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Metoda Eulera

Metoda Eulera jest najprostsza metoda rozwigzywania réwnan rézniczkowych
zwyczajnych oparta na wzorze Taylora. Jest to metoda rzedu pierwszego.

x(t + h) = x(t) + hf(t,x) 9)

o
@ Wada: trzeba wybraé bardzo mate h
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Metoda Rungego-Kutty

Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego:
x' = f(t,x) x(to) (10)
za pomoca metody Rungego-Kutty wymaga obliczenia dobranych w szczegdlny sposéb

wartoséci funkcji f zamiast pochodnych stosowanych w metodach opartych na wzorze
Taylora.
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Metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego

X' (t) =f, (11)
X"(t) = i + fox' = fp + fh, (12)
X"'(t) = fue + foxf + (fe + F) i + (B + ) 5 oo (13)

(11) — (13) podstawiamy do wzoru Taylora:

x(t+h)=x+ fh+ %h2(ft+ ft) + 0O (k) =
(14)
=x+ %hf+ %h(r’-}- hfy + hff) + O (h*)
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Metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego

Pochodne czastkowe w réwnaniu (14) mozna wyeliminowaé stosujac wzér Taylora dla
funkcji dwéch zmiennych:

f(t 4 h,x + hf) = f + hfy + hif, + O(h?). (15)
Wstawiajac to do réwnania (14) otrzymamy:
1 1 3
x(t+h):x+5hf+§hf(t+h,x+hf)+(9(h) (16)
A wigec mozemy napisaé:
1
x(t+h) = x() + 5 (F+ F), (17)
gdzie

Fi = hf(t,x), Fy := hf(t + h,x + F1).

Wzér (17) definiuje metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego, znanga tez jako metoda
Heuna.
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Metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego

Ogodlnie, kazda metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego wynika ze wzoru:
x(t 4+ h) = x + wihf + wohf(t + ah, x + Bhf) + O(h?), (18)
gdzie wi, wo, «, B sa parametrami. Réwno$¢ (18) zachodzi jesli
x(t + h) = x 4+ w1 hf + wah(f + ahfs + Bht) + O(K%). (19)
Poréwnujac (19) z (14), wnioskujemy, ze:
wi+w =1,

woor = (20)

Nl = N =

wo3 =
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Metoda Rungego-Kutty rzedu drugiego

Jedno z rozwigzan uktadu (20)
1
(W1:W2:§, a=8=1)

daje metode Heuna, ale mozemy tez przyjaé np.:

1

co da nam zmodyfikowana metode Eulera:
x(t+ h) = x(t) + Fa, (21)
gdzie
1 1
F1 := hf(t,x), Fy := hf(t+ 5h,x+ §F1).
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Metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego

1
x(t + h) = x(t) + g(F1+2F2+2F3+F4): (22)
gdzie
F1:= hf(t,x),
Fy:= hf(t+ 3h,x+ 3F1),
F3:= hf(t+ 3h,x + 3 F2),
(

Fs := hf(t+ h,x + F3).

Btad wzoru (22) wynosi O(h®).
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Metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego

Przykfad 4
x' = t72(tx — x?), x(1) = 2.

Rozwigzania powyzszego zagadnienie poczatkowe poszukamy w przedziale [1, 3] dla
h=1/128.

Rozwiazanie analityczne: x(t) = t(% +logt)~ L.

Zastosowanie metody R-K rzedu czwartego sprowadzi sie do uzycia algorytmu:

M < 256, t + 1.0, x < 2.0, h + 1/128
f(t, x) = (tx — x?)/t?
u(t) = t/(1/2 + log 1)
k=1t M
F1 < hf(t,x)
Fy < hf(t+ Lh,x+ 1 F1)
Fs « hf(t+ L1h,x+ 1F)
Fy < hf(t+ h,x + F3)
x < x+ (F1 +2F +2F3 + F4)/6
t<t+h
k, t, x|u(t) — x|
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Metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego

Przyktad c.d.

h t X |u(t) — x|
0 1 2 0
1 1.00781 1.98473 1.2 x 107
2 1.01563 1.97016 0
9 1.07031  1.88452 0

249 294531 1.86387 7.2x 107

256 3.00000 1.87663 6 x 1077
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Metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego — bfad lokalny

Pierwszy krok metody R-K rzedu czwartego (22) daje rozwigzanie przyblizone
)?(to —+ h).
Btfad lokalny metody wynosi:

X(t() + h) — )?(t() —+ h).

@ Dla matych h btad lokalny zachowuje sie jak Ch®.
@ Nieznane C zalezy od ty i rozwigzania x.

@ C nie zalezy od h.
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Metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego — bfad lokalny

@ Aby oszacowaé iloczyn Ch® zatézmy, ze C lokalnie jest state.

@ Niech %(tp + h) bedzie rozwigzaniem przyblizonym otrzymanym z x(tp) za
pomoca dwéch krokéw metody, z h/2 zamiast h.

x(to + h) = %(to + h) + Ch® (23)

x(to + h) = %(to + h) +2C(h/2)° (24)

Z réwnan (23) i (24) otrzymujemy bfad lokalny:

Ch® = %[}?(toJrh)f)?(toJrh)] ~ X(to + h) — %(to + h) (25)
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Metoda adaptacyjna Rungego-Kutty-Fehlberga

Liczba wartosci funkgji: 1 2 3 4 5 6 7 8
Maksymalny rzad metody R-K: 1 2 3 4 4 5 6 6
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Metoda adaptacyjna Rungego-Kutty-Fehlberga — algorytm

X =x(t) + Z aiF; (26)
i=1
6
% =x(t)+ > biF; (27)
i=1
i—1
F; = hf (t—}—c,—h,x-i—Zd,-ij) (1<i<6) (28)
j=1
=R(t+h) = X(t+h) = Z(a,— i) Fi (29)
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Metoda adaptacyjna Rungego-Kutty-Fehlberga — algorytm

! aj aj — bl Cj d/l di2 d13 dl4 d15
16 1
I 350 0
1 1
2 0 0 I I
3 6656 _ 128 3 3 9
12825 4275 8 32 32
4 28561  _ 2107 12 1932 _ 7200 7296
56430 75240 13 2197 2197 2197
9 1 439 _ 3680 _ 845
5 50 50 1 216 8 513 4104
6 2 2 1 _8 2 _ 3544 1859 _1u
55 55 2 27 2565 4104 40
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Metoda adaptacyjna Rungego-Kutty-Fehlberga — algorytm

x' = f(t,x) x(a) =«

ustalamy poczatkowy krok h > 0

ustalamy wielkos$¢ 4, ktérej e nie powinno przekroczyé
ustalamy maksymalna liczbe M krokéw

podwajamy h, gdy |e| < §/128 (e~ Ch® = e < §/4)
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Metoda adaptacyjna Rungego-Kutty-Fehlberga — algorytm

Y+ x
compute F1, Fp, ..., Fg z wzoru (28)
compute x z wzoru (26)
compute e z wzoru (29)
le] =6
h<« h/2; x+y

le] < é6/128
h <+ 2h; x <y

t<«t+h k< k+1
k, t, x, e
iflag = 0
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Metoda adaptacyjna Rungego-Kutty-Fehlberga — algorytm

Alternatywnie wielkoscia h mozna sterowaé za pomoca wzoru
h=0.9h[5/|e|]/1+P) (30)

gdzie p jest rzedem dokfadniejszego wzoru z pary (26), (27).
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Metody wielokrokowe

@ Metody jednokrokowe — przejscie z punktu t do t + h wymaga znajomosci tylko
jednej wartosci rozwigzania, mianowicie x(t)

@ Metody wielokrokowe — warto$¢ funkcji x w nowym punkcie wyraza sie przez jej
wartosci w kilku punktach
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Metody wielokrokowe — konstrukcja

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe:
X/(t) = f(tﬂ X)7 X(to) = X0- (31)
Catkujemy obie strony réwnania (26):

(tns1) = x(tn) + /tt"“ F(£, x(t)) dt. (32)

Catke po prawej stronie mozna obliczaé numerycznie, stosujac kwadrature z weztami
t;.
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Metody wielokrokowe — wzér Adamsa-Bashfortha

Wezmy
fi = f(ti, X,'),

gdzie x; jest przyblizong wartoscig rozwiazania w punkcie t;.
Woynikajace z (27) wzory:

Xp+1 = Xn + afp + bfy_1 + cf_o + ... (33)

nazywamy wzorami Adamsa-Bashfortha.
Jednym z nich jest wzér rzedu piatego, poprawny przy zatozeniu, ze
ti=to+ih (i>1):

1
Xni1 = o+ oo h (19016, — 2774f, 1 + 2616f, 5 — 1274f,-3 + 251foq)  (34)
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Metody wielokrokowe — wzér Adamsa-Bashfortha

Réwnanie (29) wynika z nastepujacego przyblizenia catki (27):

thtl
/ f(t,X(t)) dt =~ h(Af,7 + Bfp—1 + Cfp—o + Dfp_3 + Ef,,_4). (35)
t

n

Wspétczynniki A, B, ..., E okreSlamy tak, aby powyzsza réwno$¢ przyblizona byta
doktadna , gdy tylko f(t, x(t)) jest wielomianem klasy MM4.
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Metody wielokrokowe — wzér Adamsa-Moultona

Przyjmujac, ze warto$¢ przyblizona catki (32) moze zaleze¢ takze od fp41 otrzymamy
wzory Adamsa-Moultona.

Xnt1 = Xn + afpy1 + bfy + cfp1 + ... (36)
Do tej klasy nalezy wzér rzedu pigtego poprawny dla t; = ty + ih:

1
Xnt1 = Xo + —osh (251641 + 646f, — 264f, 1 +106f, > —19F,3)  (37)

Wzér Adamsa-Moultona daje lepsza doktadno$é niz wzér Adamsa-Bashfortha, ale
szukane xpy1 wystepuje takze po prawej stronie, w fpy1.
@ wstepna wartos¢ x,,; mozemy wyznaczy¢ z wzoru Adamsa-Bashfortha

@ wzér Adamsa-Moultona z f(tn+17X:+1 po prawej stronie daje poprawiong
warto$¢ X1

@ medoda typu predyktor-korektor — ekstrapolacyjno-interpolacyjna
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Uktady réwnan

Uktad réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego ma standardowa postac:

x| = fi(t,x1,%, —om)  (1<i<n). (38)

X’:x+4y

y' = 4x + 5y
x(In3) =1
y(In3) =2
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Symbolika wektorowa

Niech X bedzie wektorem kolumnowym o sktadowych xi, x2, ..., X, zaleznych od t.
@ X odwzorowuje R (lub przedziat z R) w R”

Niech F bedzie wektorem kolumnowym o sktadowych fi, f, ..., f,. Kazda z nich jest
okreélona na przestrzeni R™1 (lub jej podzbiorze).

@ F odwzorowuje R™1 w R"”

Uktad (38) przybiera postac:
X' = F(t, X) (39)

Zagadnienie poczatkowe jest okreslone przez uktad (39) i wartosci X(tp):

X' =F(t,X), X(to) = Xo. (40)
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Réwnania rézniczkowe wyzszego rzedu

Y = £ty y sy 1) (41)
Réwnanie rézniczkowe (41) mozemy przeksztatcié¢ na uktad réwnan rézniczkowych
rzedu pierwszego, wprowadzajac nowe zmienne réwne pochodnym funkgji y:
Xp = Xk11 (1<k<n-1),

) (42)
Xp = F(t,x1,X2, .0, Xn).

Przyktad 6

Przeksztatci¢ zagadnienie poczatkowe:

y' +3y +y=0, y(0)=1, y'(0)=0

do postaci 40.
Zdefiniujemy nowe zmienne:

X1=Y, X2 =Yy
Wtedy:
edy. , B
X1 = X2 x1(0) =1
X +3x+x1=0— x5 = —x1 —3x x2(0) =0
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Réwnania rézniczkowe wyzszego rzedu

Przyktad 7

Przeksztatci¢ zagadnienie poczatkowe:

(sin t)y""" + cos(ty) + sin(t> + y"") + (v')? = log t,

y2)=17,y'(2)=3, y'(2) = -4

do postaci 40.
Zdefiniujemy nowe zmienne:
X] = X2

X5 = x3

o log t — cos(tx1) — sin(t? 4 x3) — (x2)3
4=

sin t

X1(2) =1, X2(2) =3, X3(2) = -4
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Zastosowanie wzoru Taylora dla uktadu réwnan

X(t+ h) = X(t) + hX'(t) + %h2X”(t) + . %h”X(")(t) (43)

Wojciech Szewczuk MN



Zastosowanie wzoru Taylora dla uktadu réwnan

Przyktad 8

x' =y
)=t (#4)
y(0)=1

Rozwiazanie analityczne: x =sint, y = cost.
Obliczamy potrzebne pochodne:

X =Yy

Yy = —x
W = ot
"ne_
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Zastosowanie wzoru Taylora dla uktadu réwnan

Obliczenia z przyktadu 8 mozna wykonaé wedtug nastepujacego algorytmu:

t< 0, x<« 0, y«+ 1, h+< 01, M+ 30
0, t, x, y
M

I
-

Y —x

X x+ h(x’ + %h(x” + %hx”/))

y —y+hy + 3" + Shy'""))

t < tth
y 6 X,y

08 i ¥,

Yo
o6f [ Y f
04

02 A F X
/

02 3 # ht
-0.4 7 X
06

08 4
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Klasyczna metoda Rungego-Kutty rzedu czwartego dla

uktadu réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

1
X(t+h) = X(t) + ¢ (R +2FR+2F + F) (45)

F1 = hF(X),

F, = hF(X + F),
F3 = hF(X + F,),
Fi = hF(X + F3).
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Zagadnienie brzegowe

X" =f(t,x,x"), x(a)=a, x(b)=4 (46)
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Zagadnienie brzegowe — metoda strzatu

@ W metodzie strzatu zagadnienie brzegowe (46) zamieniamy na zagadnienie
poczatkowe z sensownie dobrang wartoscia poczatkowa x’(a).

@ Rozwigzujemy to nowe zagadnienie , co daje wartosé¢ x(b)
@ Jedli wybdr x’(a) byt trafny, to x(b) = 3 i obliczenia sa zakonczone.

@ W przeciwnym razie wybieramy inne x’(a) i znéw rozwiazujemy
zagadnienie poczatkowe.
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Zagadnienie brzegowe — metoda strzatu

@ z prébna wartoé¢ x’(a)

@ X, - rozwigzaniee zagadnienia poczatkowego
x" = f(t,x,x"), x(a) = a, x'(a) =z (47)
@ szukamy takiego parametru z, zeby byto x,(b) = .

U

Rozwigzujemy réwnanie

#(2) =0, (48)

gdzie
#(z) = xz(b) = B.
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Zagadnienie brzegowe — metoda strzatu

Metoda siecznych

Zn—1 — Zp—2

m¢(zn—l) (n>2). (49)

Zn = Zn—1 —
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Zagadnienie brzegowe — metoda strzatu

Metoda Newtona

&(zn)
& (z0) (50)

Pochodna ¢’(zn) wyzmaczamy rézniczkujac stronami wzgledem z réwnosci (47):

Zn+1 = Zn —

Ox' _ofor ofox  of ox  ox(a) o oX(a) _,
8z  Otdz Ox0z Ox 9z’ 8z 8z

Uproszczenie i podstawienie v = 0x/0z daje zwiazki
v =t x, X" )v + Fu (£, x, X' )WV, v(a) =0, Vi) =1 (51)

opisujace pewne zagadnienie poczatkowe.
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Zagadnienie brzegowe — metoda strzatu

Réwnanie rézniczkowe (51) nazywamy pierwszym réwnaniem wariacyjnym.
Zagadnienie (51) rozwiazujemy wraz z (47) i dostajemy warto$¢ v(b)
v(b) jest z definicji réwne dx;(b)/0z = ¢/(z)

teraz mozemy zastosowaé metode Newtona

Wojciech Szewczuk MN



Metoda wielocelowa strzatéow

Definicja 1

Metoda wielocelowa strzatéw polega na tym, ze dzielimy przedziat [a,b] na
podprzedziaty i w kazdym z nich rozwigzujemy zagadnienie poczatkowe.
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Metoda wielocelowa strzatéow

Dla prostoty wezmy tylko dwa przedziaty [a, c] i [c, b]. Wtedy zagadnienie brzegowe :
X" = f(t,x,x"), x(a) = «, x(b)=p (52)

generuje dwa zagadnienia poczatkowe:
X' = f(t,x1,x1), x1(a) = a, x1(a) =z (a<t<e), (53)

Xé/ = f(t»X27X£)7 X2(b) = ﬂv Xé(b) =2 (C <t< b) (54)

Ostatnie zagadnienie rozwigzujemy w kierunku malejacego t.
Parametry z;, zp wybieramy tak, aby rozwigzanie

x1(t <t<
X(t):{ ngt; gigtgz))

byto ciagte i miato ciagta pochodna w c.
Mamy zatem do rozwigzania uktad réwnan

x1(¢c) = x2(c)

x1(c) = x5(c)
Powyzszy uktad zazwyczaj rozwigzujemy metoda Newtona.
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Metoda wielocelowa strzatéow

Gdy przedziat [a, b] dzielimy na k podprzedziatéw:

@ dostajemy k zagadnieh poczatkowych i ich rozwigzan okreslonych w tych
przedziatach

@ warunki ciaggtosci w punktach podziatu daja 2k — 2 réwnan

@ mamy 2k — 2 nieznanych parametréw , wystepujacych w warunkach
poczatkowych

@ uktad réwnan mozna rozwigza¢ metoda Newtona
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Zagadnienie brzegowe — réznice skonczone

Inne podejécie do zagadnienia brzegowego polega na zastapieniu pochodnych
wyrazeniami przyblizonymi:

x’(t)ff[X(t—‘rh)—x(t_h)]_ h2 ///(E)

X1(8) = o Ix(t ) = 2(8) + x(t — )] = 25 X (1)
Jak poprzednio rozwazamy zagadnienie brzegowe w postaci

" =f(t, x, x'), x(a)=a, x(b) =5
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Zagadnienie brzegowe — réznice skonczone

Przedziat [a, b] dzielimy punktami
a=ty<ty <..<th<th1=h.
Dla uproszenia zagadnienia zatézmy, ze punkty sg réwnoodlegte
ti=a+ih (0<i<n+1) gdzie h=(b—a)/(n—1).

Oznaczmy przyblizong warto$¢ x(t;) przez y;. Teraz mozemy zapisaé dyskretng postaé
rozwazanego zagadnienia:

Yo = @,
B2 (yic1 = 2yi+yip1) = (th}’h h) T (i — YI—l)) (1<i<n) (55)
Ynt1 =B

Mamy uktad n réwnanh z n niewiadomymi y1, y2, ..., yn. W ogdlnosci moze on by¢

nieliniowy i ktopotliwy do rozwigzania.
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Zagadnienie brzegowe — réznice skonczone

Problem 55 upraszcza sie w przypadku liniowym
f(t,x,x") = u(t) + v(t)x + w(t)x

Teraz nasz uktad mozemy zapisa¢ w postaci

Yo = a,

1 2 1 2 .
1+§th Yie1— (24 bhvi) yi + 1—§th yiyr =h"u; (1 <i<n) (56)
yn+1:ﬁ’

gdzie u; = u(t;) itd.
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Zagadnienie brzegowe — réznice skonczone

Wprowadzmy oznaczenia

a,-:1+%hw,- d,-=f(2+h2v,-)

1
Ci:l_EhWi b,':h2u,'

i zapiszmy uktad w postaci

dq c1 Y1 by — agcx
ai d> [} Y2 by
- : (57)
an—2 dn—1  Cp—1 Yn—1 bn—1
an—1 dn Yn Yn — Cnﬁ

Jest to uktad z macierza trdjprzekatniowa = algorytm tri.
Jedli v(t) > 0, a h takie, ze |hw;| < 2, to macierz jest przekatniowo dominujaca.
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Zagadnienie brzegowe

Inne metody:
@ Kollokacja
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Réwnania sztywne

Sztywnos¢ uktadu réwnan rézniczkowych oznacza szybkie zanikanie rozwigzah w miare
wzrostu t.

@ Pewne metody numeryczne, na ogét skuteczne, zawodza dla réwnan sztywnych.

@ Stabilno$¢ rozwigzania mozna uzyska¢ tylko dla bardzo matych h

L
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Réwnania sztywne - jawna metoda Eulera

x' = Ax, x(0)=1 (58)
Rozwiazanie doktadne réwnania (55):  x(t) = et
Metoda Eulera:
Xn+1 = Xn + hf (tn, xn), thp = to + nh, (n>0).
Dla problemu (55) otrzymamy:
Xnt1 = Xn + hAxn = (1 + hA\)xp = xn = (14 hX\)" (59)

@ rozwiazanie doktadne x(t) = e — 0dlaA<0it— oo

@ rozwigzanie numeryczne x, = (1 + h\)" - 0dlan — ocoi |1+ h\| < 1

o 1+hA>-1 = h<—=2/\
@ np. dla A = —20 musi byé h < 0.1
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Réwnania sztywne - jawna metoda Eulera

100
B 20t

50 - h=02 = |

-50

-100 q

-150 - B

-250 L L 1
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Réwnania sztywne - jawna metoda Eulera

e20t
0.9 h=0.02 =
0.8 bl

07+ e
0.6 H e
05+ e
0.4 e
0.3 .
0.2 =

0.1 - e
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Réwnania sztywne - niejawna metoda Eulera

Xp+1 = Xn + hf(tn+17Xn+1)’ (” > O) (60)

Dla problemu (55)
x" = Ax, x(0)=1

otrzymamy
Xpt+1 = Xn + hAxpi1
xne1 = (1 — hN) " 1x,

xp=(1—hX)"" (61)

@ dla A < 0 wielko$¢ (58) nasladuje zachowanie doktadnego rozwiazania jesli
|1 — hA\|~! < 1, a tak jest dla kazdego h > 0
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Réwnania sztywne - niejawna metoda Eulera

e20t
0.9 h=02 =
0.8 h=0.2 -

0.7 -

0.6 *\ B
0.5 - B
0.4 - b
0.3 - b

0.2 u
0.1 - B
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