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Dany uklad mozemy opisa¢ na dwa sposoby:
1. podajac jego stan w danym punkcie przestrzeni,

2. opisujac zachowanie si¢ danego elementu masy.

Sa to odpowiednio opisy Eulerai Lagrange'a.



Opisom tym odpowiadaja rozne pochodne czasowe:

d /0t — pochodna Eulera, widziana przez stacjonarnego obserwatora

d /dt — pochodna Lagrange'a (Stoksa, materialowa), sledzimy ruch

Zachodzi miedzy nimi nastepujacy zwiazek:
d/dt=0/ot+v-V

odzie v=dr/dt



Zaburzenie Eulera - zaburzenie w ustalonym miejscu
£ (r,) =1 (1) - o (r)

Zaburzenie Lagrange'a - zaburzenie w danym elemencie
of (ro,t) = £ (r,t) - £, (1)



Ziwiazek miedzy zmiennymi Eulera i1 Lagrange’a

of =1+ [ 1 (r) - £, () ]

SF=f+E- VI (r)

gdzieE=r - 1|



podstawowe zasady komutacji:
1. ° komutuje z 9 /0t oraz V

2. 0 komutuje z d/dt



Zwiazek miedzy predkoscia v, a przesunieciem g
w przypadku opisu Lagrange'a i Eulera

Jesli stan niezaburzony jest statyczny (v,=0), to otrzymamy

dv=v’=9E/at= dE/dt

samg predkosc przeplywu traktujemy jako wielkos¢ I-go rzedu



Dowolne przesuni¢cie elementu masy
% =2 (gnlm
nlm

W teorii liniowej zakladamy, ze mody nie oddzialuja
ze soba i kazdy mod mozemy bada¢ osobno.

Analiza modow normalnych.



Przesuniecie elementu masy dla pojedynczego modu
w ukladzie wspolrotujacym (przyblizenie zerowej rotacji!)

§n1m= %r €y + Eh
§r= r ynlm(r) Yém(e P ) exp('imnfmt)

Eh B anm(r)VHYfm(9 P ) exp('iwnﬁmt)

Ynim(1)s Zym(r) — funkcje wlasne



Przesunie¢cie elementu masy dla pojedynczego modu
w ukladzie wspolrotujacym

Enlm= r [ ynlm(r) Yfm(e Y )er v anm(r) VHYEm(e Y )] exp('imnfmt)

n odpowiada liczbie wezlow spelniajacych rownanie
ynlm(ri)=09 i=1,2,....,n dla r=0






W ukladzie wspolrotujacym
(570”(70//7 (9”a ()”, ZL) — jr”yn(f"m ( ,/>Ym ((9” i’ )eYI)(lwrzérnlL)

0

d@//
nl (T”) ()

c 1/ !/ !/ 1 1] ~nEm
00" (r", 0", 0" 1) = —5—=- f
| T sin? 6" oo’

(9//( o 0” ) — z'n,(i"m( )

Y,m<(9// > Xp<iwn/€"mt>v

771((9// f )e\(p(lwnhnf)




W ukladzie nieruchomym
or'(r', 06" t) = Yo (r)Y (6, 6" — Qt)exp(iw,emt),
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W ukladzie obserwatora
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W ukladzie obserwatora
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Poniewaz grupa obrotow wokol katow Eulera
jest ortonormalna zachodzg nastepujace relacje:
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W ukladzie obserwatora
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W przypadku radialnych pulsacji adiabatycznych
zlinearyzowane rownania mozemy zapisac jako

, €0 wraz z warunkami brzegowymi
stanowi zagadnienie typu Sturma-Liouville’a.

- operator liniowy, w ktorym funkcje skalarne,

wystepujace jako wspolczynniki, s niezalezne
odt, 0 iq.

Czasami zapisujemy



W zagadnieniu typu S-L spelnione sgq twierdzenia:

1. Istnieje nieskonczona liczba wartosci wlasnych w 2.

2. ®,% sa rzeczywiste i mozna je uporzadkowac nastepujaco:

3. Funkcja wlasna y, zwigzana z najnizsza czestotliwos$cia , w,?,
nie posiada wezlow w przedziale 0<r<R (mod fundamentalny).
Dla n>0 funkcja wlasna y, ma n wezlow (n-ty overton).

4. Znormalizowane funkcje wlasne y_ tworzg uklad
zupelny i spelniaja relacje ortonormalnosci.



W przypadku pulsacji nieradialnych nie mamy
juz zagadnienia typu Sturma-Liouvilla.

Réwnianie staje sie biliniowe w w_? i w2
i w granicach w *— o« lub w,*— 0 dazy do
rownanie typu S-L.



W przypadku modow nieradialnych
mamy dwa rozwigzania:

02 <w,? <w;? <... mody ciSnieniowe

0< 1l/w?<1/m,’ <1/w;*< ... mody grawitacyjne



7 g modes

J. Christensen-Dalsgaard



Obszary niestabilnosci pulsacyjnej
na diagramie Hertzsprunga-Russella

Okolo 50 lat temu Obecnie

Handler 2012



Name

Approx. Periods

Discovery /Definition

Mira variables
Semiregular (SR) variables
0 Cephe1 stars

RR Lyrae stars

0 Scuti stars

3 Cephei stars

77 Ceti stars (DAV)

GW Virginis stars (DOV)

Rapidly oscillating Ap (roAp) stars
V777 Herculis stars (DBV)

Slowly Pulsating B (SPB) stars
Solar-like oscillators

V361 Hydrae stars (sdBVr)

~v Doradus stars

Solar-like giant oscillators
V1093 Herculis stars (sdBVs)
Pulsating subdwarf O star (sdOV)

100 - 1000 d
20 - 2000 d
1-100d
03-3d
0.3-6h
2-Th
2 - 20 min
5 - 25 min
5 - 25 min
5 - 20 min

0.5-:
3 - 15 min
2 - 10 min
03-15d
1-18 hr
1-2hr

1 -2 mn

Fabricius (1596)
Herschel (1782)

1784, Pigott, Goodricke (1786)

Fleming (1899)

Campbell & Wright (1900)
Frost (1902)

1964, Landolt (1968)
McGraw et al. (1979)
1978, Kurtz (1982)

Winget et al. (1982)
Waelkens & Rufener (1985)
Kjeldsen et al. (1995)
1994, Kilkenny et al. (1997)
1995, Kaye et al. (1999)
Frandsen et al. (2002)
Green et al. (2003)

Woudt et al. (2006)

Handler 2013
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TYP \Y VA\Y P log T, P Mody

Cepheids 4-14 RAVER R 1-80 d rad, nierad?

RR Lyr 0.5-0.7 3.8-39 0.1-1.2d rad, nierad?

Miry 2-3? 3.3-3.5 80-1500d radialne

0 Sct, SX Phe 1.5-2.8 3.8-3.9 0.01-0.3d p, g, niskien

vy Dor ~1.5 3.8-3.85 0.3-15d g, n>>1
roAp 1.8-2 ~3.9 6-15Smin  p, n>>1
SPB 3-7 4.1-4.3 0.5-4d g, n>>1

B Cep 8-16 4.35-4.5 0.07-0.3d p, g

solar type ~1 3.7-3.8 5-16 min  p, n>>1

77 Cet (DAV) 04-0.8 4.05-4.1 1-1Smin g

V777 Her (DBV) ~0.6 4.33-4.4 1-15 min g, n>>1

GW Vir(pov+PNNV) 0.6 4.8-5.2 5-33 min g, n>>1

V361 Hya (sdB) <0.5 4.45-4.6 80-600 s p, low n

V1093 Her (sdB) <0.5 4.4-448 45min-2h g, n>>1

sdOv 0.5 4.6 -5.0 60-160s g, n>>1

Hybrid pulsators, np. f Cep/SPB, 0 Sct/y Dor, V361 Hya/V1093 Her



GENERAL CATALOGUE OF VARIABLE STARS
http://www.sal.msu.su/gcvs/index.htm

Przykladowe oznaczenia typow:
ACYG, BCEP, DCEP, DSCT, M,
RR, RRAB, RV, SR, SXPHE, ZZ

Nazewnictwo gwiazd zmiennych — Friedrich Argelander



Mira (0 Cet ) - pierwsza gwiazda pulsujaca
odkryta w 1596 przez Davida Fabriciusa.

Mira zmienia jasnoS¢ obserwowang od +3.5 do +9 mag z okresem 332 dni.
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Przesuniecie fazowe miedzy
maksimum jasnosci a
minimum promienia !

01-02P




Cepheid Variable Star in Galaxy M100 HST-WFPC2
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Figure 2.18: The radial-velocity curves of the RV Tauri stars AC Her and R Scuti.

Wystepowanie na przemian plytszych i glebszych minimow
RVa - nie wykazuja zmian Sredniej jasnosci

RVb - wykazujg okresowe zmiany Sredniej jasnosci
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Krzywe blasku v Eridani

w pasmach Stromgrena uvy
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Tvar svételnyeh kiivek a™ a .b™ whvézd typu RR Lyrae

.oo".oﬁﬁc‘@=0?274/, esn ® 4

a,b,c — klasy Baileya
(podzial ze wzgledu na amplitude, ksztalt krzywej blasku i okres pulsacji)
a: Amy=1.3, b: Am=0.9, c: Am=0.5



RRa i RRb — pulsuja w radialnym modzie fundamentalnym
i majq asymetryczng krzywa blasku

RRc — pulsuja w pierwszym owertonie i majg sinusoidalng
krzywa blasku

RRd — dwumodalne, pulsuja jednoczesnie w modzie
fundamentalnym i pierwszym owertonie

RRe (?) — pulsuja w drugim owertonie

Dane z misji Kepler: wielomodalne gwiazd RR Lyr



Inna klasyfikacja dotyczy gromad macierzystych:

gromada typu Oosterhoff 1 -zawiera glownie RRab
M3, M5

gromada typu Oosterhoff II — N(Rab)=N(RRc)
o Cen, M15

Gromady typu Oosterhoff Il maja mniej metali



[ _RRLyrac |

Efekt Blazki (1924) - okresowe zmiany amplitudy i fazy krzywej blasku
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Figure 2.16: The Blazhko effect in RR Lyrae: the amplitude of the light variations i1s modulated with a
period of 40.8 days. The lightcurves presented by open. respectively filled dots were measured some 20
days apart.
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Pulsations of an EC14026 star
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A long-period pulsating sdB (PG1716) star: PG1716+426 (V=13.98)
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G. Fontaine, P. Brassard
2008, PASP 120, 1043




Henrietta Swan Leavitt (1868 —1921)
Obserwujac w 1908 Cefeidy w MC
odkryla zaleznos¢ okres-jasnos¢,
zalezno$¢ P-L (period -luminosity).
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Jasnos¢ w max 1 min blasku

zaleznos¢ P-L. z 1912




Diagram okres—jasnos¢ dla
Cefeid klasycznych w LMC

Dane OGLE, Soszynski et al. 2008
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Anomalous Cepheids:
e Fundamental mode
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— gwiazdy Populacji I o masach 4-15 Mg o okresach
pulsacji rz¢du dni — miesiecy, palace hel w jadrze.

Podklasa - gwiazdy o okresach pulsacjiod 1 do 4 dni
Podklasa — gwiazdy o okresach pulsacji 10-20 dni
Podklasa - gwiazdy o okresach dluzszych od 20 dni,

wykazujace w zmianach blasku glebsze i plytsze minima

-- obiekty palace hel w jadrze, przesuwajace sie
od galezi horyzontalnej w kierunku AGB

— gwiazdy palace wodor lub hel w warstwie na niebieskiej petli
-- obiekty post-AGB

- gwiazdy o masach 1-2 M ubogie w metale



STALA PULSACJI, Q
PVp =const=Q
1. Wychodzimy od rownanie ruchu
2. Zaburzamy
3. Linearyzujemy
Wynik:
PVp = [3x /G(3y - 4) |'"2=Q

czyli P~1/vVp



>4/3 - gwiazda oscyluje
<4/3 — gwiazda zapada si¢

model d Cep: M=7 Mg, R=80 Rg, p ~2*10 > g/cm’, P=11d

Nadolbrzymy p=5*103g/cm® — P=220d

Biale karly p=10°g/cm® —P=4s



Jesli stalg pulsacji zdefiniujemy

to Q ma wymiar czasu



Gaz doskonaly, jednoatomowy y =5/3

Czesciowo zjonizowane pierwiastki ciezkie y =13/9

zazwyczaj 0.03 <Q<0.08 [d]



Z. rownosci:
PVp/pe =Q

wynika zaleznosc¢ okres - jasnosc - barwa:

Mbol-Mbol®= '3.3310g P +3°33108Q'10108Teff/Teff®+ 510g g/gg

lub

Mbol-Mbol®= '3.3310g P +3.3310gQ '].OIOgTeff/Teff@ '1.6710g M/M@

Z.aleznos¢ ta ma sens statystyczny i moze by¢
wyznaczona dla kazdej grupy gwiazd pulsujacych
o zblizonych cechach fizycznych.



Period - Luminosity Relationship

Classical Cepheids
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Fig. 1. Period-luminosity diagrams of variable red giants in the LMC. OSARG variables are
shown as blue points (RGB as light blue, AGB as dark blue). Miras and SRVs are marked
with pink (O-rich) and red (C-rich) points. Light and dark green points refer to O-rich and the same types of stars as in Fig. 1.
C-rich LSP variables, respectively. Yellow points indicate ellipsoidal red giants.

Fig. 3. Period-luminosity diagrams of variable red giants in the SMC. The colors represent

Dane OGLE, Soszynski et al. 2007




