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1.

RAMOWY PLAN WYKLADU

Podstawowe wlasnosci oscylacji gwiazdowych.
Wybrane zagadnienia matematyczne.

Typy gwiazd pulsujacych.
Pulsacje adiabatyczne.

Pulsacje nieadiabatyczne.
Mechanizmy napedzania pulsacji.

Efekty rotacji.



RAMOWY PLAN WYKLADU

7. Pulsacyjne zmiany obserwowanych charakterystyk:
zmiany blasku, profili linti widmowych

8. Analiza periodogramowa.
9. Metody identyfikacji modoéw pulsacji.
10. Helioseismologia

11. Asteroseismologia.



Gwiazda pulsujaca - gwiazda, ktérej zmiennos§¢
spowodowana jest przez zachodzace w niej pulsacje,
czyli przez istnienie fal hydrodynamicznych
(akustycznych lub/i wypornosciowych)

Zmiany jasnosci lub/i predkosci radialnej



Mody oscylacji (pulsacyjne) — drgania odpowiadajace
roznym mozliwym czestotliwosciom (okresom)



Dwa wazne wyniki teorii pulsacji:
B wystepowanie czestosci harmonicznych

m gwiazdy moga pulsowac nieradialnie



pulsacje radialne - gwiazda zmienia swoj promien, ale we
wszystkich fazach zachowana jest symetria sferyczna

pulsacje nieradialne - gwiazda jest podzielona na sektory
drgajace w przeciwnych fazach niz sasiednie i przesuwajace
si¢ po powierzchni gwiazdy



Dany mod pulsacji (liniowych) jest okreslony
przez oraz trzy liczby: n, ¢, m.

=27V, — czestotliwos¢ kolowa
N - radialny rzad modu
£ - stopien modu, /=0,1,2, ...

M - rzad azymutalny, m|</



N — liczba wezlow w kierunku radialnym, wezly te
sq koncentrycznymi sferami wewnatrz gwiazdy



1-wymiarowe oscylacje

Mod fundamentalny Pierwszy owerton Drugi owerton

< vi\v

wezly

Don Kurtz



2-wymiarowe oscylacje radialne

Mod fundamentalny Pierwszy owerton Drugi owerton

Oleg Alexandrov



pulsacje radialne z n=2

Contract on Expansion

Node lines

Convective core |
He II - Ionisationzone




2-wymiarowe oscylacje nieradialne

mod dipolowy mod kwadrupolowy

Oleg Alexandrov



Radialne | nieradialne oscylacje 2-wymiarowe

radialne

nieradialne

Don Kurtz



w gwiezdzie harmonika # owerton

bo ¢, # const, ¢, ~T/u

Cefeidy klasyczne P,/P,=0.71
gwiazdy typu é Scuti P,/P,=0.77



{ - calkowita liczba plaszczyzn wezlowych
przecinajacych powierzchnie gwiazdy

¢-lm| - liczba plaszcezyzn rownoleznikowych



3-wymiarowe oscylacje nieradialne /=6




=1 m=1

£=1 m=0

Tim Bedding



=2, m=2

=2 m=1

Tim Bedding



=4 m=2

=4 m=1

Tim Bedding

=4 m=4




8, m=2

/=

{ =8, m=1

Tim Bedding



FUNKCJE KULISTE

Zaleznosci katowe zmian wielkosci fizycznych mozemy opisac
za pomoc3 funkcji kulistych (harmonik sferycznych):

Y,"(0 ,0)=N,"P,M(cosO ) e'me

Z.alozenia:
¥ amplituda pulsacji jest mala
% gwiazda ma ksztalt sferycznie-symetryczny



V3 = (L + 1Y

gdzie V% jest katowa czescia operatora Laplace’a

H™ ¢inf oo o0

1 ' 1 &
\V&: 0 (sinﬂi)—l— 9

sin? 0 a_apz

— zupelny zbior funkcji ortonormalnych zdefiniowanych na sferze



P,"(cosO )- stowarzyszone funkcje Legendre’a

L] L L E—l_ |?n|
()™ (1 - ) 5

PP(2) =

240! d7tHml

N,™ — czynnik normujacy

(£—|m|)! 2¢6+1
£+ |m|)! 47

dobrany tak, aby dla danego ¢, harmoniki
sferyczne tworzyly baze ortonormalng

27
/ / ™0, )Y (0, ) sin 0d8dp = & o Omm




Harmoniki sferyczne stopnidla /=1, 2, 3, m=0,1,2,3 przy ¢ =0

W. A. Dziembowski



Zaburzenie dowolnego parametru skalarnego,
np. temperatury, dla pojedynczego modu oscylacji,
mozemy zapisa¢ w postaci

O T/T =f (r) exp(-i®,,t)

f (r) —radialna funkcja wkasna



£=0 — oscylacje radialne

(szczegolny przypadek oscylacji nieradialnych)
/=1 —dipol
¢=2 — kwadrupol

n=0 - mod fundamentalny dla ¢/>1
n=1 - pierwszy overton
n=2 - drugi overton itd.

dla /=0 mody s3 numerowane od n=1



M>0 mody wspolbiezne (prograde), poruszajg sie
zgodnie z rotacja gwiazdy

M<0 mody przeciwbiezne (retrograde)
m=0 mody strefowe (zonal or axisymmetric modes)
/=|m| mody sektoralne (sectoral modes)

pozostale przypadki — mody teseralne (tesseral modes)



Mody normalne sa opisane przez n I £ (degeneracja 2/+1).

Rotacja, pole magnetyczne itp. wprowadzaja rozszczepienie.

Wplyw rotacji na pulsacje bedzie dyskutowany na osobnym wykladzie



PODSTAWOWE UKLADY WSPOLRZEDNYCH
* uklad wspolrotujacy z gwiazda
% uklad nieruchomy

% uklad zwiazany z obserwatorem



Zakladamy, ze gwiazda rotuje ze stala czestoscia katowa Q>0
wokot osi {\vec QQ}. Wprowadzamy rotujacy, prawoskretny,
ortogonalny uklad wspolrzednych kartezjanskich (x'",y',z'")

o poczatku w Srodku gwiazdy i osi z'' odpowiadajacej {\vec Q}.
Wspolrzedne sferyczne (r'', 0 ', ¢ ') maja oS biegunowa
pokrywajaca sie z osia z''.

lewoskretny prawosk.




Prawoskretny, ortogonalny uklad o wspolrzednych
kartezjanskich (x',y',z') i poczatku w srodku gwiazdy, oraz
osi z' odpowiadajacej z''. Osie x"'i x'oraz y'" iy' sazgodne
w chwili t; = 0. Wspélrzedne sferyczne (r',0 ', ¢ ') maja taka

samg os$ biegunowg jak w poprzednim ukladzie.




Prawoskretny, inercjalny, ortogonalny uklad o wspolrzednych
kartezjanskich (x, y, z) i poczatku w Srodku gwiazdy. OS z jest
skierowana w Kierunku do obserwatora, a oS y pokrywa si¢ z y'.
Oznacza to, ze osie z, z',X, X' lezg w tej samej plaszczyznie.

Kat i miedzy osiami zi z' nazywamy katem inklinacji gwiazdy
I mierzymy dodatnio od z do z'; i € [0°,180°].

Wspolrzedne sferyczne (r, 0 , ¢ ) maja oS biegunowa
pokrywajacg si¢ z kierunkiem do obserwatora.




TRANSFORMACJE MIEDZY UKLADAMI

Zwiazek pomie¢dzy ukladem wspolrotujacym z gwiazda a ukladem
nieruchomym we wspolrzednych sferycznych

r=r’
0"=0"
@ "'=p"-Qt

Przejs$cie miedzy ukladami (r', 0", @) 1 (I, 0, @ ) jest bardziej zloZone.



Polozenie dwoch ukladow ortokartezjanskich wzgledem
siebie, o wspolnym poczatku, tej samej skali i orientacji,
jest okreslone przez dziewie¢ katow

a; = /(0x',0x) ¢ /(Ox', Oy)

L(Oy,0z) B = L(0y,0y)
£

Oz, Oy)

Ktore pozwalaja na wyrazenie jednych wspolrzednych (x,y,z)
przez drugie (x’,y’,z’)

T = xcos o+ ycos F + zcos,

!/ IR ey e
Y = xcosag + ycos Fo+ 2cos Yo,

> = T Ccos gy + Yy cos 33 + 2 cos s,

o r I
T COoS (v1 + Y CcOosS g -+ = Ccos g,

A /I /A
Yy = cos 3 + y cos Py + 2 cos 33,

o [ ro
2 =T COS7Y| + Y COSVy + Z COSY3.




Poniewaz zachodzg nastepujace relacje:

cos? 1 + cos” Qg + cos> ag =1

y
(O
COs” |

CO S

COS (¥1 COS Y1 -+ COS C¥g COS Yo + COS (¥3 COS ¥q

cos (31 cos y; + cos G5 COS Yo + c0o8 B3 COS Y3

Tylko trzy katy sa niezalezne, s3 to

(a0, B, 7).



a=££(0Y’,0ON)
B =£(0Z,072’)
v =4£(ON,OY),
ON - krawedz przeciecia sie
' plaszczyzn XOY i1 X’0Y’
\ | \_—




cosa sina O
—sinae cosa O
0 0 1

cosF 0 —sinf
0 1 0
sing 0 cosp

cosy  sinvy 0)

—siny cosy O
0 0 1

Mozemy wiec napisaé

i odwrotnie




W przypadku ukladu zwigzanego z obserwatorem
oS y pokrywa sie z y', a osie z, z'.x, X' leza w te]j
samej plaszczyznie. Czyli:

a:y:O’ B:|



dr’ Jf
o6 ol
dr’ o
Jdo Do

0

ek —Sin ¢ sin ¢
N (0.9) |
sin @ sin 7 COS 7 cos ¢ sin i cot O
F ] T ./ 1. _. _’l‘ T _. _,k1 L |.1 ' _l _’ UL
sin2 /N IH(J) ' _

sin” ¢ + (cos 2 cos ¢ — sin 2 cot 6)




Element powierzchni 1 jego normailna

Wektor elementu powierzchni, dS , mozemy rozltozyé na skladowe
dS = dS = (idS,, 7dS,, kdS.)

ktore wyrazaja sie poprzez jakobiany

as, = 22 g

0(0, ¢)

_ 0(z,7)
A5y = 554y %0
Oz, y)
0(0, ¢)

Wektor 7 jest normalna do powierzchni dS (Korn & Korn 1961)

ds, = =2 q40ds.

8( 2 8(z ac) 8 )

/ ’
”%”[%ﬁ] il




Pole elementu powierzchni liczymy wedtug formuly

dS = |dS| = |7y x 7s|d0de

- [[ea s [sea]" s [0 ] s

Dla gwiazdy sferycznie symetrycznej element ten wynosi
dS = R?sin 0dfdo,
a jego poszczegdlne skladowe
dS, = R*sin’ 0 cos ¢dfdo,

dS, = R?sin? 0 sin ¢dfdo,
dS, = R%sin 6 cos 8d8d¢,

gdzie R oznacza promien gwiazdy.




Jezeli gwiazda pulsuje nieradialnie to zmieniaja sie wszystkie skladowe
elementu masy, czyli

r— R+6r(R,0,9),
00+ 60(R,0,8),
¢ — o+ 6(R,0,9).

Zakladajac, ze r, 60, d¢ sa malymi zaburzeniami, mozemy zlinearyzowadé
réwnania
Z = rsinf cos ¢,

y = rsinédsing,
zZ=rcosb.

Jako wynik otrzymamy

zp = R(sinf cos ¢ — d¢psin Osin ¢ + 56 cos b cos @) + &7 sin b cos ¢,

yp = R(sin #sin ¢ + d¢ sin @ cos ¢ + 06 cos O sin ¢) + o7 sin §sin ¢,
2p = R(cosf — d6siné) + or cos 6.




Skladowe pola elementu powierzchni gwiazdy pulsujacej nieradialnie

dS; [R sin @ cos ¢(Rsin @ + 2sin 86r — cos 9%) + 2R?sin @ cos 6 cos ¢S50

G99

5% d6ds,

2 sin” @ sin ¢dp + R sin? 9cos¢'(8(59—|— )—|—R n¢

o

dS, = [R sin @ sin ¢(R sin 8 + 2 sin 86r — cos 9%) + 2R?sin 6 cos 0 sin ¢56

+R?sin? 8 cos ¢pdp + R?sin’ fsin ¢ (869 + 86¢) Rco qbadr]dﬂdgi),

00 0

ds, = [R sin (R cos € + 2 cos @1 + sin 9%) + R?(cos® 8 — sin? #)46

+R?sinfcos 6 (@ + %) | dode.

Pole elementu powierzchni w przypadku malych zaburzen

or cosé dee  ddi¢
2 14+2— — 4+ — :
dS = RsmG[ + R+sin959+ + B(b]dﬂdqﬁ




Funkcje kuliste w réznych ukladach odniesienia

14

Y™ ( g (j)f:) = OR(a,8,) Y, (0,0) = Z Apmi () };}‘( 0,0)

k=—f

N (e 1 e 1 [ 1) VR AN S A N S
1- — 71 L e % ’ ( 7“:}: _) (‘.“ . _)
Do (i) = 3_(=1) rl(l+m—r)(l—k—r)(k—m+r) ) o 2,

T

r>0r>m—-kr<{l—Fkr<{+m Hamermesh 1968

O —operator zwigzany z grupa obrotow o katy Eulera (o, 8, v ).
W naszym przypadku: a=y=0 [p=I.

d,« — reprezentacje grupy obrotéw

d,, — funkcjami Wignera (k=0).



Funkcje Wignera, d,, , dla £=1,2

1
100
inclination

1 . 1
80 100

inclination




Funkcje Wignera, d,

80 100 120 140 160 180

inclination

80 100 120 140 160 180

inclination

.dla /=3

80 100 120 140 160

inclination

80 100 120 140 160 180

inclination




Funkcje Wignera, d, ., , dla £=5

40 60 80 100 120 140 160 180

inclination

40 60 80 100
inclination

120 140 160 180

40 60 80 100
inclination

120 140 160 180

60 80 100 120 160 180

inclination

80 100 120 140 160 180
inclination

40 60 80 100 120 140 160
inclination




Funkcje Legendre’a, , dla /=2, m=1




Mody nieradialne dzielimy na dwie grupy (Cowlinga):
(akustyczne) — sila reakcji jest ciSnienie

(grawitaacyjne) — sila reakcji jest sila wyporu



Obszary pulapkowania dla Stonca

mody p mod g
£=2, 100, n=8 =5, n=10




=+4

/=6, m

mod g

mod p

R. Townsend



Lokalne wlasnosci oscylacji s3 opisane przez
dwie charakterystyczne czestotliwosci:

1. Lamba, L,?

2. Brunta-Vaisiala, N2



Czestotliwos¢ Lamba (akustyczna), L2
- odwrotnos¢ czasu potrzebnego na przebycie jednej
dhugosci fali horyzontalnej z predkoscia dzwieku

L ,2=(k, )%= £(£+1) c?/r?
k,=2n/\,, c=I'plp, T,=(dInp/dinp),.q

ki, - falowa liczba horyzontalna, I'; - wykladnik adiabaty
A,,— horyzontalna dhugos$¢ fali

k= [£(¢+1)]¥?/r = £/r — dla wyskich stopni ¢

Fala akustyczna pokonuje droge A, = 2rr/¢ ruchem
horyzontalnym z okresem 2n/L,



Czestotliwosé

. ( 1l dlnp dln p)
i':\"ld — g -

T_l dr dr

— czestotliwos¢ z jaka element gazu moze oscylowacé
wokol polozenia rownowagi po wplywem sily grawitacji



@?> L2, N2
mody o wysokich czestotliwosciach (ciSnieniowe)

@2< L2, N2
mody o niskich czestotliwosciach (grawitacyjne)

L,2> @?>N?lub L, < @ <N?
obszary znoszenia oscylacji



Diagram propagacji dla politropy n=3

(Ps-mode)

p-prop. zone

p-prop. zone (f-mode)

g-prop. zone

g-prop. zone

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r/R

Variations of N* and L3 (normalized by GM/R®) with respect to r/R for a
polytrope (with the polytropic index 3) model. Three horizontal lines show the
wave propagation zones (thin full lines) for the p;-mode, the f-mode, and
giy-mode of spherical harmonic degree [ = 2.

Unno at al.



Obszary pulapkowania dla modu g (100 pHz)
I modu p (2000 puHZz) o /=20 dla modelu Slonca

J. Christensen-Dalsgaard



